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1 序論

1 序論

目的：コンパクトリーマン対称空間におけるある種の部分多様体を分類

Theorem 1 (O. Ikawa and H. Tasaki 2000).

コンパクト単純連結リー群 G における全測地的部分多様体 M が極大であ
る必要十分条件は, M はカルタン埋め込みの像か極大リー部分群である.

Definition 1. (N, g) をリーマン多様体とする. N がリーマン対称空間であ
るとは, 任意の p ∈ N に対して, 次をみたす等長変換 sp が存在すること：
1. sp ◦ sp = idN

2.点 p は固定点集合 F (sp, N) の中で孤立点
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1 序論

Definition 2. (N, g) : リーマン対称空間, M を N の部分多様体とする.

M が全測地的部分多様体であるとは, M の測地線が N の測地線になる
こと.

Example 1. 2 次元球面 N = S2 の大円の 1 次元球面 S1 は全測地的部分
多様体である.

S2

S1

Example 2.コンパクトリー群 G はコンパクトリーマン対称空間である.

単位元 e での点対称 se は se(g) = g−1で与えられ,任意の点 g の点対称
sg(x) = gx−1g で与えられる.
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2 AUSTERE 部分多様体

2 Austere 部分多様体

Definition 3.リーマン多様体の等長埋め込み Ψ : (M, g) → (N, h) の第２
基本形式を α とする. Ψ の法ベクトル H に対して

h(α(X,Y ), H) = h(AH(X), Y )

によって定まる対称線形写像 AH : TpM → TpM を H が定める型作用素
という. AH の重複度を込めた固有値の集合が −1 倍で不変であるとき H

を austere normal direction という. 全ての法ベクトル H( 6= 0) が austere

normal direction であるとき, Ψ(M) を austere 部分多様体という.

Austere 部分多様体は極小部分多様体である.

全測地的部分多様体 ⊂ austere 部分多様体 ⊂ 極小部分多様体
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3 カルタン埋め込み

3 カルタン埋め込み

Definition 4. G をコンパクト連結単純リー群とし, σ を有限位数の G の
自己同型写像とする. K = {k ∈ G | σ(k) = k} とおく. 写像 Ψ : G →
G; g 7→ gσ(g)−1 は次の写像を引き起こす：

Ψσ : G/K → G; gK → gσ(g)−1

この写像を σ が引き起こすカルタン埋め込みという.

Remark 1. σ の位数が 2 のとき, カルタン埋め込みは全測地的埋め込みと
なる.

問題. σ の位数が 3 以上のとき, カルタン埋め込みの像が austere 部分多
様体になるものを分類する.
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3 カルタン埋め込み

位数 3の自己同型写像の分類はWolf and Gray (1968)による分類,位数 4の
自己同型写像の分類は J. A. Jimenez (1988) による分類がある.

G，K のリー環を，それぞれ g，kで表す．gにおける kのキリング形式に
関する直交補空間を mで表し，mを，等質空間 G/K の原点における接空
間と同一視する．

Theorem 2 (K. Mashimo,1996).

位数 3 の自己同型 σ が引き起こすカルタン埋め込みΨσ が極小埋め込みと
なる (g, k) は次の表で与えられる.
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3 カルタン埋め込み

g k

su(3m)(m ≥ 1) su(m) + su(m) + su(m) + R2

so(3m− 1)(m ≥ 2) su(m + 1) + so(2m− 1) + R
sp(3m− 1)(m ≥ 2) su(2m− 1) + sp(m) + R
so(6m− 2)(m ≥ 2) su(2m + 1) + so(2m) + R

so(8) su(2) + R2

e6 su(3) + su(3) + su(3)

e6 so(8) + R2

e7 su(3) + su(6)

e8 su(3) + e6

e8 su(9)

f4 su(3) + su(3)

g2 su(3)

so(8) g2

so(8) su(3) 8



3 カルタン埋め込み

Lemma 1.

α を自己同型写像 σ に対応するカルタン埋め込み Ψσ の第２基本形式とす
る. このとき, X,Y ∈ m に対して,

α(X,Y ) = −1

2
[(1− dσ)X, (1 + dσ)Y ]k.

Proof.

Y ∗(g) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Lexp tYRσ(exp(−t)Y )(g) = dLg(Adg−1Y − dσY )

X ∈ m に対して,

X ′ = dΨσ(X) = (1− dσ)(X)

とおくと,

∇X ′Y ∗ = −1

2
[(1− dσ)X, (1 + dσ)Y ]
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3 カルタン埋め込み

g̃ を C 上のリー環, ∆ を g̃ のルート系, Π = {α1, . . . , αl} を ∆ の基本系と
する. また

g̃ = h +
∑
α∈∆

gα

をルート空間分解とする. gα の基底 Eα (α ∈ ∆) として, 次の性質をみたす
ものが存在する：

[Eα, E−α] = Hα, B(Eα, E−α) = 1,

α, β ∈ ∆, α + β ∈ ∆ ならば [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β (Nα,β = −N−α,−β ∈ R).

ここで, B は g̃ のキリング形式とする. g̃ の基底
{Hαi(1 ≤ i ≤ l), Eα(α ∈ ∆)}

を Weyl の標準基底という. Weyl の標準基底は g̃ の C 上の基底となる. ま
た正規実形

g0 = {Hαi(1 ≤ i ≤ l), Eα(α ∈ ∆)}R
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3 カルタン埋め込み

の R 上の基底となる. このとき
g0 = {X ∈ g̃ | X̄ = X}

となる.

φ0 :

{
H → −H

Eα → E−α

によって, g̃ または g0 の自己同型が定義される.

gu = {X ∈ g̃ | φ0(X̄) = X}

とおく. このとき
√
−1Hαi (1 ≤ i ≤ l),

√
−1(Eα + E−α), Eα − E−α (α ∈ ∆)

は gu に含まれる. これらは, g̃ の C 上の基底, また gu の R 上の基底にも
なる. gu をコンパクト実形と呼ぶ.

Theorem 3. gu はコンパクト半単純リー群 G のリー環 g に同型である.
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4 AUSTERE部分多様体の分類

4 Austere部分多様体の分類

Theorem 4 (T. Kimura and K. Mashimo).

σ が有限位数 3 以上の内部自己同型が引き起こすカルタン埋め込み
Ψσ : G/K → G; gK → gσ(g)−1

は austere 埋め込みではない.

外部自己同型が存在するリー環 は, Al(l ≥ 2), Dl(l ≥ 4), E6 に限る.

Aut(g)/Int(g) ∼= Aut(D)

コンパクト単純リー群 G の外部自己同型 σ は
σ = ν ◦ exp(adH) = exp(adH) ◦ ν

とかける. ν の位数は 2 または 3 である.
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4 AUSTERE部分多様体の分類

order(ν) = 2
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4 AUSTERE部分多様体の分類

order(ν) = 3

Theorem 5 (T. Kimura and K. Mashimo).

G をコンパクト連結単純リー群, σ を G の外部自己同型, K = {k ∈ G |
σ(k) = k} とする. このとき, カルタン埋め込みΨσ が austere 埋め込みな
らば, Ψσ は全測地的かσ が次の表のどれかになる.
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4 AUSTERE部分多様体の分類

Type of ν k s0, s1, · · · , sn order

a
(2)
2 a1 s0 = 0, s1 = 1 4

a
(2)
2n (n ≥ 2) cp ⊕ bn−p (1 ≤ p ≤ n) sp = 1, sj = 0 (j 6= p) 4

a
(2)
2n−1 (n ≥ 3) cn−1 ⊕ R s0 = s1 = 1, s2 = · · · = sn = 0 4

a
(2)
2n−1 (n ≥ 3) dp ⊕ cn−p (2 ≤ p ≤ n− 1) sp = 1, sj = 0 (j 6= p) 4

d
(2)
n+1 (n ≥ 2) an−1 ⊕ R s0 = sn = 1, s2 = · · · = sn−1 = 0 4

e
(2)
6 a1 ⊕ b3 s1 = 1, s0 = s2 = s3 = s4 = 0 4

d
(3)
4 g2 s0 = 1, s1 = s2 = 0 3

d
(3)
4 a1 ⊕ a1 s1 = 1, s0 = s2 = 0 6

σ は g の (s0, s1, · · · , sn; g(d)n ) 型の外部自己同型である. (cf. Helgason)

この結果と関連する研究
O. Ikawa, σ-actions and symmetric triads, Tohoku Math. J. (2) 70 (2018), 547–565.
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5 安定性

5 安定性

{Mt} をGにおけるM = G/Kにおける滑らかな変分,V をその変分ベクト
ル場, {ei} を M の局所直交フレームとする. End(N(M)) の切断 S,A を次
で定義する.

h(S(ξ), η) =
∑
i

h(RG(ei, ξ)ei, η), h(A(ξ), η) =
∑
i,j

h(α(ei, ej), ξ)h(α(ei, ej), η).

ただし, RGはGのリーマン曲率テンソル,αは第２基本形式. ∆N(M)でN(M)

上の法接続のラフラプラシアンを表すとき, 第二変分公式は次で与えられ
る：

d2

dt2
Vol(Mt) |t=0=

∫
M

h((−∆N(M) + S − A)(V N), V N)dvolM .

J = −∆N(M) + S − A は Jacobi 作用素と呼ばれる強楕円形微分作用素で
ある.
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5 安定性

Definition 5.

極小カルタン埋め込みΨσ : G/K → Gが安定

def⇐⇒ Ψσのすべての変分に対して,
d2

dt2
Vol(Mt) |t=0≥ 0.

• σ の位数が 4 以上の場合には， Jacobi 微分作用素の形は複雑になる.

関連する研究
K. Mashimo (1992, 1995) 位数 2, 3 のカルタン埋め込みの安定性
N.Koike (2015) 可換な Hermann 作用の極小軌道のヤコビ作用素について
Y. Ohnita and M. Yoshida 可換な Hermann 作用の極小軌道のヤコビ作用素について
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5 安定性

等長はめ込みφ : G/K → U/Lについて, O. Ikawa(1993) が Jacobi 微分作用
素の表現を次のように与えた.

φ ∈ C∞(G;m⊥)K ∼= Γ(N(M))に対して,

J1φ =

p∑
i=1

[dρ(Xi), Xiφ]m⊥ +

p∑
i=1

[dρ(Xi), [dρ(Xi), φ]m⊥]m⊥

とおく. ここで,m⊥はmの直交補空間, p = m⊕m⊥であり,

{Xi}1≤i≤p, {Xi}1≤i≤m(m < p)はg,mの正規直交基底を表す.

J (φ) = −
m∑
i=1

X2
i φ− 2J1φ + [

p∑
i=1

(ad(dρXi))
2φ]m⊥ + J2φ

−
p∑

i=1

[dρ(Xi), [(dρ(Xi)p, φ]dF (m)]m⊥

+(1/2)

p∑
i=1

[(dρ(Xi))p, [(dρ(Xi))p, φ]dF (m)]m⊥.
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5 安定性

g の複素化を gC で表し, 1 の原始 k 乗根を ω で表す. σ に関する gC の固
有空間分解を

gC = mC
0 ⊕mC

1 · · · ⊕mC
k−1

で表す. いま
m = m1 ⊕m2 ⊕ · · · ⊕m[k2 ]

,

ただし, mi =
(
mC

i ⊕mC
k−i

)
∩ gとするとき,

各 mi (1 ≤ i ≤ [k/2]) 上で,

Ψ∗
σh =

(
2 sin

πi

k

)2

〈 , 〉

が成り立つ.
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5 安定性

k = 3 のとき,

J = −1

3
I ⊗ Cg +

1

3
adCg ⊗ I

k = 4 のとき,

J = −1

2
I ⊗ Cm1 −

1

4
I ⊗ Cm2 +

1

2
adCm1

⊗ I +
1

4
adCm2

⊗ I.

位数4の内部自己同型から決まる極小カルタンはめ込みΨσの安定性は次の
表で与えられる.
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5 安定性

g k stable

a2n−1 ai−1 ⊕ an−i−1 ⊕ ai−1 ⊕ ai−1 ⊕ R2 No

(n ≥ 2) (1 ≤ i ≤ n− 1)

cn c1 ⊕ an−2 ⊕ c1 ⊕ R No

(n ≥ 3) (1 ≤ i < j < n− 1, i + j = n)

dn(n ≥ 4) an−3 ⊕ R No

dn di ⊕ an−2i−1 ⊕ di ⊕ R No

(n ≥ 4) (2 ≤ i < j, i + j = n)

e6 a1 ⊕ a3 ⊕ a1 ⊕ R No

e7 a1 ⊕ a1 ⊕ d4 ⊕ R No

e7 a3 ⊕ a3 ⊕ a1 Yes

e8 a1 ⊕ a7 Yes

e8 d5 ⊕ a3 Yes

f4 a3 ⊕ a1 Yes
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5 安定性

austere カルタンはめ込みΨσの安定性は次の表で与えられる.

g k order stable

a2 a1 4 No

a2n (n ≥ 2) cp ⊕ bn−p (1 ≤ p ≤ n) 4 Yes

a2n−1 (n ≥ 3) cn−1 ⊕ R 4 No

a2n−1 (n ≥ 3) dp ⊕ cn−p (2 ≤ p ≤ n− 1) 4 Yes

dn+1 (n ≥ 2) an−1 ⊕ R 4 No

e6 a1 ⊕ b3 4 No

d4 g2 3 Yes

d4 a1 ⊕ a1 6 No
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6 2重調和部分多様体

6 2重調和部分多様体

• 1983 J. Eells and L. Lemaire

調和写像の一般化として k 重調和写像
• 2009 G.Y.Jiang

2 重調和写像の第１変分, 第2変分公式
• 2015, 2019 S. Ohno, T. Sakai and H. Urakawa

コンパクト対称空間への可換なHermann作用の2重調和等質超曲面
• 2016, 2017 J. Inoguchi and T. Sasahara

コンパクト対称空間内の2重調和等質超曲面
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6 2重調和部分多様体

リーマン多様体の等長はめ込み φ : (M, g) → (N, h)に対して

E2(φ) =
1

2

∫
M

|τ (φ)|2 vg

で bienegy 関数を定義する.ここで, τ (φ) は φ の tension 場である. いま
φ0 = φ である任意の変分 φt に対して第1変分公式は,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

E2(φt) = −
∫
M

h(τ2(φ), V )vg

で与えられる. ここで V ∈ Γ(φ−1TN), τ2(φ) は φ の bitension 場を表す.

Definition 6. φ : (M, g) → (N, h) が τ2(φ) = 0 をみたすとき, φ を２重調
和写像という.

Remark 2.２重調和写像の定義から, 調和写像は２重調和写像となる.

Remark 3. φ : (M, g) → (N, h) が調和写像であることと, M が N の極小
部分多様体であることは同値である.
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6 2重調和部分多様体

Definition 7.調和写像でない２重調和写像を proper な２重調和写像と
いう
Theorem 6 (S. Ohno, T. Sakai and H. Urakawa 2015).

φ : (M, g) → (N, h) を等長はめ込みとする. また, すべてのX ∈ X(M) に
対して, ∇⊥

Xτ (φ) = 0と仮定する. このとき, φ が２重調和写像であること
は次と同値である.

m∑
k=1

Rh(τ (φ), dφ(ek))dφ(ek) =

m∑
j,k=1

h(τ (φ), Bφ(ej, ek))Bφ(ej, ek)

ここで,{ei}mi=1は local orthonomal frame field, Rh は N のリーマン曲率テ
ンソル, Bφ は φ の第二基本形式である.
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6 2重調和部分多様体

Lemma 2. 位数 k の σ が引き起こすカルタン埋め込み Ψσ : G/K →
G; gK → gσ(g)−1 が２重調和写像であることは次と同値である.

k−1∑
j=1

∑
α∈∆j

h(τ (Ψσ), α)α =

k−1∑
j=1

∑
α∈∆j

cot2
(
jπ

k

)
h(τ (Ψσ), α)α

ここで, ∆j = {α ∈ ∆+ | α(H) = j/k} である.

•位数3 のとき
Theorem 7 (T. Kimura and K. Mashimo).

位数3の内部自己同型 σ が引き起こすカルタン埋め込み Ψσが proper な２
重調和写像ならば極小である.
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6 2重調和部分多様体

•位数4 のとき
an(n ≥ 1)について,内部自己同型 σ = Ad(exp 2π

√
−1H)が引き起こすカル

タン埋め込みΨσについて次が成り立つ.

g H k biharmonic

an 1/4vi ai−1 ⊕ an−i ⊕ R proper

(1 ≤ i ≤ n)

an 1/4(vi + vj) ai−1 ⊕ aj−i−1 ⊕ an−j ⊕ R2 No

(1 ≤ i < j ≤ n)

an 1/4(vi + vj + vk) ai−1 ⊕ aj−i−1 ⊕ ak−j−1 minimal

(1 ≤ i < j < k ≤ n) ⊕an−k ⊕ R3

Remark 4.Hが最大ルート α0 に対して, α0(H) = 1/4をみたせば, 内部自
己同型 σ = Ad(exp 2π

√
−1H) が引き起こすカルタン埋め込みΨσ は proper

な２重調和写像となる.
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6 2重調和部分多様体

今後の課題
•安定性では G を単連結として表現を計算している
単連結ではない場合の安定性について

•外部自己同型の場合についての2重調和性の決定
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